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IMAGE D'UNE SOMME D'OPERATEURS 
MONOTONES ET APPLICATIONS 

BY 

HA]M BREZIS ET ALAIN H A R A U X  

ABSTRACT 

Let A and B be monotone (multivalued) operators in a Hilbert space H. The 
paper deals with the relations between the range R(A + B) of A + B and the 
algebraic sum of the ranges of A and B, R (A) + R (B). 

Introduction 

Soient A et B deux op6rateurs monotones dans un espace de Hilbert H. On 

se propose de comparer les ensembles R ( A + B ) = U , ( A u + B u )  et 

R(A )+ R(B) = I,..J,.w(Av + Bw). I1 est clair qu'en g6n6ral R(A )+ R(B) est un 

ensemble bien plus "gros" que R (A + B) (par exemple dans H = R 2 on a, avec 

A = rotation de + rr/2 et B = rotation de - w/2, R(A +B)={0} et R(A)+ 
R (B) = H). On montre n6anmoins que, moyennant des hypotheses simples, les 

ensembles R(A + B) et R(A)+ R,(B) sont "~ peu pros" 6gaux, R(A + B ) =  

R (A) + R (B)), au sens suivant: R (A + B) = R (A) + R (B) et Int [R (A + B)] = 

Int [R(A)+  R(B)]. Au Paragraphe 1 on introduit la propri6t6 (*). Cette 

propri6t6 qui est v6rifi6e en particulier par les gradients de fonctions convexes, 

joue un r61e important dans la suite. Au Paragraphe 2 on pr6sente plusieurs cas 

ofa R (A + B ) -  (R (A)+ R (B)). Au Paragraphe 3 on applique ces r6sultats 

l'6tude de divers probl6mes non lin6aires. On met en 6vidence des conditions 

suflisantes et "presque" n6c6ssaires pour la r6solubilit6 de certaines 6quations 

aux d6riv6es partielles non lin6aires. 

I. La propri6t6 (*) 

Soit H u n  espace de Hilbert sur R ; rappelons qu'une application multivoque 

A: H---~ ~ ( H )  est dite monotone si elle v6rifie 
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0 ~ - g, x - y) => 0 pour tout [x, f ] E  G(A), [y, g] E G(A ). 

Nous introduisons la propri6t6 suivante qui joue un r61e important dans la suite. 

On dit qu'un op6rateur monotone A v6rifie (*) si 

V f E R ( A )  et V y E D ( A )  Sup ( h - f , y - z ) < o o .  
[z, h ] • G ( m )  

Notons que lorsque A est univoque, la propri6t6 (*) s'6crit 

Vx E D ( A ) , V y  ~D(A): lC(x ,y )  tel que 

V z ~ D ( A )  ( A z - A x ,  z-y)>=C(x,y) .  

Observons que si A v6rifie (*), alors on a en fait une propri6t6 plus forte: 

V f ~  conv R(A)  et r y e  conv D(A)  Sup ( h - f , y - z ) < ~ .  
[ z , h ] E G ( A )  

En effet, soit f = E t,~ et y = ~ sjy~ avec t, -> 0, sj => 0, ~, t, = Ej s~ = 1. 

Posons 

c o = Sup 
[z. h|EG(A) 

On a donc, pour tout [z,h] ~ G(A)  

i.e. 

(h - ~ , y j  - z ) .  

t~sj (h - ~, yj - z) <- ~ t, sjc, 
1,1 1,1 

(h - f ,  y - z)_-< E t,s,c,,. 
I,] 

Indiquons quelques exemples simples d'op6rateurs v6rifiant (*). 

EXEMPLE 1. Un op6rateur monotone est dit ~r-angleborn6 (cf. [3]) s'il existe 

une constante tr > 0 telle que 

(h - f , y -  z)_- < t r ( f -  g , x -  y) 

pour tout [x,f]E G(A) ,[y ,g]~ G(A)  et [z ,h]e  G(A)  "~. 

m Lorsque A est lin6aire, cette d6finition 6quivaut h Vx, z E D (A), (Ax, z ) <= tr (Ax, x ) + (Az,  z), 
ou encore. Vx, z E D ( A  ), (Ax, z)  <= 2Vr"tr(Ax, x )i (Az,  z )t. 
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I1 est clair que  tout  op6ra teu r  t r -angleborn6 v6rifie (* ) .  En  particulier,  les 

op6ra teurs  t r imonotones ,  et donc  les sous-diff6rentiels de fonct ions convexes  

v6rifient ( * )  (ils sont t r -angleborn6s avec tr = 1). 

R e m a r q u o n s  que si A = ag, alors A v6rifie une propri6t6 plus for te  que ( * ),/t  

savoir 

V f E D ( q ~ * )  et V y E D ( ~ p )  Sup ( h - f , y - z ) < o o .  
[z,h]EG(A) 

En effet pour  [z,h]~ G(A), on a 

q~(y) -  ~(z)_->(h ,y  - z )  = (h - f , y  - z ) + ( f , y  - z )  

et donc  

(h - f, y - z )  -< ~p(y) - q~(z) - (f, y)  + (f, z )  _-< r + ~p *(f) - (f, y). 

EXEMPLE 2. 

(i.e. 

Un op6ra teu r  A est dit coercif  si D(A)  est born6 ou bien 

Vy E D (A)  lim (h, z - y)  = + oo 

Izl~+| 

V y E D ( A )  lim (Az, z - y ) =  +oo 
�9 I z I 

lorsque A est univoque) .  

Tout  op6ra teur  coercif  v6rifie (* ) .  En  effet y E D ( A )  et f E R ( A )  6tant 

donn6s il existe R tel que pour  [z, hi E G(A ) avec I z [ -> R on a (h - f, y - z )  = 

0. 

Enfin, pour  I z I <  R on a 

( h - f , y - z ) < = ( g - f , y - z ) < = ( [ g [ + l f [ ) ( l y l + R )  (ofJ g C A y ) .  

En part iculier  si A est mono tone ,  A + eI v6rifie ( * )  pout  tout  e > 0. 

EXEMPLE 3. I1 est clair que si A v6rifie (* ) ,  alors A -1 v6rifie (*) .  En 

part iculier  si A est maximal  mono tone ,  alors J,  = ( I + A A )  -~ et A ,  = 

( A - ' +  AI) -~ v6rifient ( * )  pour  tout  h > 0 .  Si A est un op6ra teur  maximal  

mono tone  tel que R ( A )  est born6,  alors A v6rifie (* ) .  

Le cas lin(aire. Soit A :  D(A ) C H---* H u n  op6ra teu r  lin6aire m o n o t o n e  

(univoque)  de graphe ferm6. 
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PROPOSITION 1. A v~rifie ( * ) si et seulement si A satisfait l'une des propridt~s 

dquivalentes suivantes : 

II existe une constante C telle que Vu E D ( A ) ,  Vv ~ D ( A )  

1) (Au, u - v )  >- -c(Ivl + [Av l  2) 

2) ( A u - A v ,  u)>= - C ( I v l = +  lAy[  2) 

3) I(Au, v)l<-_2V~ (Au, v)l'~(tvl2+lAv[2) ''~ 
4) I(Au, v)l-<_2V-C (Au, v)'~( u ~+[Aul=) ~. 

DEMONSTRATION. L'6quivalence entre (1) et (3) (ainsi que entre (2) et (4)) est 

6vidente par passage ~ la forme polaire. L'6quivalence entre (1) et (2) est 

imm6diate en prenant u - v = ~. I1 r6sulte de (1) que ron  a 

(Az  - Ax,  z - y ) =  ( A ( z  - x), (z - x ) - ( y  - x)) 

_-_ - C ( [ y - x  12+ IA(y-  x)12); 

d'o~ (*) .  

Montrons enfin que la propri6t6 (* )  implique (4). En ettet, pour chaque 

z ~ D (A),  la fonction d6finie sur D (A)  par x ~ (Ax, z) - (Az, z) est attine et 

continue pour la norme du graphe. Donc la fonction 

G(x)  = Sup {(Ax, z ) -  (Az,  z)} 
zED(A)  

est convexe s.c.i, sur D (A)  muni de la norme du graphe. L'hypoth~se ( * ), avec 

y = 0, implique que G ( x ) <  +oo pour tout x ~ D ( A ) .  I1 en r6sulte que G est 

continu sur D (A)  muni de la norme du graphe. En particulier, il existe p > 0 et 

M t e l s q u e  Ixl  2 + l A x l  2<=p2~ G(x)<=M. 

Par cons6quent, pour tout y E D (A),  y ~ 0 et z E D (A)  on a 

~(Ay, z) 
(]Y + IAy[2) ~ < - - M + ( A z ' z ) "  

Remplagant z par Az il vient 

p I(Ay, z)] --< 2V'--M(Az, z)m (1 Y I s + lAY 12) la, i.e. (4). 

REMAROUE 1. Soit A un op6rateur antisym6trique i.e. D (A)  dense, D (A)  C 

D (A)* et A * = - A sur D (A). Alors A v6rifie ( * ) si et seulement si A = 0. En 

particulier, dans H - - R  2, une rotation de Ir/2 est un exemple d'op6rateur ne 

v6rifiant pas (*) .  
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Lorsque A est un op6rateur lin6aire monotone et born3 de H dans H, alors la 

propri6t6 (*) peut 6tre formul6e de mani~re tr~s simple 

PROPOSITION 2. Soit A un opdrateur lindaire monotone et born~ de H dans H. 
Alors A vgrifie (*)  si et seulement si A satisfait l' une des propridt~s ~quivalentes 

suivantes : 

Il existe une constante ot > 0 telle que 

5) Vu, v E H  

6) V u E H  

1 12 ( A u, u - v ) >= --~-'d~ l v 

(Au, u)>= a I A u  12 . 

DEMONSTRATION. D'apr~s la Proposition 1, (*)  implique (1) et par suite (5) 

lorsque A est born6. D'autre part (5) implique (6) par passage h la forme polaire 

(u - Au). Enfin partant de (6) on a 

(Au, v) <= t A u l  Ivl ~ - ~ ( m u ,  u)lr~lvl <=(Au,u)+ l l  o 12. 
4a 

REMAROUE 2. On retrouve ainsi un r6sultat connu (cf. [5]): les op6rateurs 

lin6aires angleborn6s et born6s v6rifient (6). Par ailleurs, la propri6t6 (6) 

6quivaut 

(6*) Y u E H  ( A * u , u ) > = a l A * u l  2 

puisque (5) est manifestement stable par passage ~ A * (ce r6sultat est d6montr6 

dans [6] par une m6thode plus compliqu6e). 

REMARQUE 3. 

a) Tout op6rateur lin6aire A monotone born6 h image ferm6e, v6rifiant (*)  

est angle born& En effet on a R ( A ) =  N ( A ) "  et A1 = Alat,~)est bijectif, 

inverse continu de R (A) sur R (A) (th6or~me du graphe ferm6). 

D'apr~s (6), on a pour tout u U R (A) 

(mu, u)~c~lAul2-- -~lAlul2~/31ul  2 avec /3>0.  

Si x, y E H, posons x = xl + x2, y = yl + y2 avec xl, y~ E R (A) et x:, y2 ~ N ( A ) .  
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On a 

(Ax, y) = (Axe, yl) ~ I Ax~ II yl I ~ --~a(Ax~, x~)~a [ Y , I 

1 
<= V'-~al3 (Axe, x~) 1'2 (Aye, yz)Z~ 

_ 1 (Ax, x)~/2(Ay, y)~/~ 

i.e. A est angleborn6. 

b) En dimension inJinie, il existe des op6rateurs lin6aires monotones bornOs 

v6rifiant (*)  (ou en (6)) qui ne sont pas anglebornOs (cf. par exemple [5]). Nous 

allons construire ici deux exemples d'op6rateurs lin6aires monotones A et B tels 

que: 

- -  A est born0 et A~ n'est pas angleborn6 pour ;t > 0 ,  

B + ;tI est non born0 et non angleborn6. 

Soit H =  12 de base (ei),~l et soit (bi),~l une suite de r6els, b~ >0 ,  telle que 

lim~ ~| b~ = + 00. 

Posons B(e2,) = - b, e2,-~ et B(e2,-0 = b, e2, pour i _-> 1, i.e. 

B(x~,x2, x3, x4 , . . . )=(-b~x2,  blx~, -b2x,,b2x3"..) avec D ( B ) = { x  El2; 

XT~ b,(x~,~ + x~,) < ~}. A = B -~ est d~fini par 

A(x,,x2, xa, x4,.. " ) =  x2, --if-x,,--if-x,, --~2x3,... 
t.,, 1 t.,, 2 

et par suite A est born6. Donc A et B sont rnaximaux monotones. Notons que 

Vx ED(B) ,  (Bx, x)=O et (B~x,x)= A Ix 12 ofa B ~ = B + A L  A >0 .  V6rifions 

que B ~ n'est pas angleborn6; sinon il existerait une constante K telle que 

Vx, y E D(B)  

I(B~x, y)] -< K(BAx, x) '/2 (B~y, y) 'a  = KA Ix I l Y I, 

et par suite B serait born6. Enfin A ^ = (B~)  -~ n'est pas anglebornO (les 

angleborn6s 6tant stables par inversion). 

2. Etude de I'image R (A + B )  d'une somme d'op6rateurs monotones  

Soient A et B deux op6rateurs monotones; nous 6tablissons que dans un 

grand nombre de situations R(A  + B ) =  R ( A ) +  R(B)  au sens suivant: 
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R (A + B) = R (A) + R (B) et Int [R (A + B)] = Int [R (A)  + R (B)]. 

Nous distinguerons les cas suivants: 

2.1) A et B v6rifient (*) 

2.2) B v6rifie (*)  et D (A) C D (B) 

2.3) A = a~ et q~((I + AB)-1. )_< ~0 ( . ) .  

Commenqons par un lemme qui sera utile par la suite. 

LEMME 1. Soit C u n  opdrateur maximal monotone dans H et soit F C H 

v~rifiant 

(7) VjrEF 3 a ~ H  tel que Sup (h-jr ,  a - z ) < o o .  
[z,h]EG(C) 

Alors conv F C R (C) et Int (conv F)  C R (C) 

REMARQUE 4. L'hypoth~se (7) 6tant satisfaite avec F = R ( C )  on en d6duit 

que c o n v R ( C )  C R ( C )  ( f i R ( C )  convexe) et I n t ( c o n v R ( C ) ) C R ( C )  

( ~  In tR (C) convexe). On retrouve ainsi des r6sultats bien connus. 

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Soit F = c o n v F ;  alors P v6rifie aussi 

I'hypoth~se (7). En effet, soit t = E t~  avec t~ _-> 0, Z t~ = 1 et ~ E F. II existe 

a, E H  et c , ~ R  te i sque  

V [ z , h ] E G ( C )  ( h - ~ , a , - z ) < - c ,  

i.e. 

(h ,a , ) - (h , z )+(~ , z )<=q + (~, a,). 

Posant ~i = E t~ a~, il vient 

(h, 6 ) - ( h , z ) + ( ~ z ) < =  ~,tic, + ~ t ~ , a , ) .  

Par suite (h - 1~ t~ - z) =< c. 

On est ainsi ramen6 & montrer que sous l'hypoth~se (7) 

F C R (C) et Int F C R (C). 

Soit jr E F et soit u, la solution de l'6quation 

(8) ~u~ + Cu, ~ f, e >0.  
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Soient a E H et c E R  tels que 

V [ z , h ] E G ( C )  (h - f , a - z ) < = c .  

Prenons z = u,, h = f -  eu, ; il vient donc (eu~, u, - a) <= c et par  cons6quent 

�89 J u~ 12 =< �89 J a 12 + c. I1 en r6sulte que V'-ee] u, J e s t  born6 quand e ~ 0. D 'o~  

f E R ( C ) .  
Supposons maintenant  que f E Int F et soit p > 0 tel que B (f, p)  C F. Donc,  

pour  tout w ~ H  avec Iw[  < p ,  il existe a ( w ) E H  et c ( w ) E R  tels que 

V[z, h] E G(C), (h - f -  w, a ( w ) -  z) < - c(w). Soit u~ la solution de (8); prenons 

z = u ,  et h = f - e u E ;  il vient donc ( - e u , - w , a ( w ) - u ~ ) < = c ( w ) .  Par 

cons6quent (w, u,)<= c(w)+�89 l a(w.)12+ (w, a(w)). I1 en r~sulte que (w, u~) 

reste born6, quand e ~ 0, par une constante d6pendant de w. Le th6or~me de 

Banach-Steinhaus permet  n6anmoins de conclure que u~ reste born6 quand 

e---~0. Soit u~. ~ u; comme f - e u ~  E C(u,) et f -eu~---~f  on d6duit de la 

maximalit6 de C que f E Cu i.e. f E R (C). 

REMAROUE 5. La conclusion du Lemme 1 est encore valable sous une 

hypoth~se bien plus faible que (7). 

Ainsi si dim H < ~, il suffit de supposer 

(7') V f E F ,  3 a ~ H  tel que l imsup ( h - f ' a - z ) < = O  
I z I 

I~1~+= 

pour  que la conclusion du Lemme  1 subsiste. 

Si dim H = ~, (7') implique cony F C R (C); nous ne savons pas si (7') implique 

Int conv F C R (C). 

N6anmoins si on fait l 'hypoth~se 

(7") il existe co : H --~ R+ tel que l i m  = 0 et 
lull| U 

V f E F ,  3 a ~ H  tel que l imsup 
[z,h]EG(C) 

( h - f , a - z ) <  +oo 
,,,(z ) 

alors on a Int conv F C R (C). 

En effet, on peut  se ramener  d 'abord  au cas ofi F est convexe. Soit u, la 

solution de (8). Si I u,. [----~ ~, on peut prendre dans (7') z = u,., h = f - e, u,., ce 

qui conduit ~ lim sup e, lug. J = 0 et &ablit cony F C R (C). 

Supposons maintenant  que f ~ In tF .  Si J u,. J---~ ~, (7 ' ) implique que u,./[u,, [ 
converge faiblement vers 0. Ceci permet  de conclure lorsque dim H < ~. Si 
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lug. [---~o% (7") implique que u,./to(u,.) est born6, ce qui est absurde car 

l u,. I / ,o(u, . ) - - ,  o0. 

REMAROUE 6. Dans la conclusion du Lemme 1, on peut remplacer l'int6rieur 

par l'int6rieur relatif. Plus pr6cis6ment, pour X C H, posons Rint X = int6rieur 

de X dans l'espace affine ferm6 engendr6 par X et Vect X = espace vectoriel 

ferm6 engendr6 par X - X .  

LEMME 1'. Soit C u n  opdrateur maximal monotone dans H et soit F C H  

vdrifiant (7) et R (C) C F. Alors Rint (conv F)  C R (C). 

En effet, soit f E R i n t ( c o n v F ) ;  donc il existe p > 0  tel que 

V w E V e c t ( c o n v F )  et [w[ <p ,  alors f + w E c o n v F .  Reprenant la 

d6monstration du Lemme 1, on aboutit & (u, ,w) born6 pour tout w E 

Vect (conv F). Or u, E (1/e) (f - Cut) C (1/e) (conv F - R (C)) C Vect (conv F). 

Appliquant Banach-Steinhaus dans Vect (conv F)  on conclut que u, reste born6 

quand e --~ 0. 

2.1. Cas of~ A et B vdrifient (*). 

THEOREME 3. Soient A et B deux op~rateurs monotones dans H, v~rifiant ( * ) 

et tels que A + B soit maximal monotone. Alors R ( A  + B ) =  R ( A  )+ R(B) .  

DEMONSTRATION. I1 est clair que R (A + B) C R (A) + R (B). Appliquons le 

Lemme 1 avec C = A + B e t  F = R ( A ) +  R(B) .  L'hypoth6se (7) est v6rifi6e; en 

effet soit a E D (A) n D (B) fix6 et soit f E R (A) + R (B) i.e. f = fl + f2 avec 

f I E R ( A )  et f : ~ R ( B ) .  Appliquant (*)  on a 

Sup ( h l - f l ,  a - z ) < ~  
[z, h l J E O ( A  ) 

Sup (h2-f2,  a - z ) <  oo. 
[z, h2I~G(B) 

Par suite 

Sup ( h - f , a - z ) < o o .  
[z,h]EG(C) 

Variantes et g~ndralisations du Th~or~me 3. 

1 ~ Supposons que A et B soient monotones, v6rifient (*)  et que A + B 

(fermeture du graphe de A + B dans H • H)  soit maximal monotone. Alors 

R (A + B) = R (A) + R (B) et Int [R (A) + R (B)] C R(A + B). Pour l'6tablir, il 

suffit de reprendre la d6monstration du Th6or6me 3 avec C = A + B. 
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2 ~ Supposons que A et B soient monotones,  v6rifient (* )  et que A + B soit 

maximal monotone.  Alors R (A + B)  - c o n v  R (A)  +conv  R (B). Reprenant  la 

d6monstration du Th6or6me 3, on obtient en fait conv[R(A)+R(B)] 
CR(A  +B)  ainsi que Int conv[R(A)+R(B)]CR(A  +B). On utilise enfin 

l'6galit6 conv (X + Y) = c o n v  X + conv Y valable pour tout X, Y C/4. Notons 

que si l 'on applique le Lemme 1' au lieu du Lemme 1 on obtient m6me 

Rint (conv R (A)  +conv  R (B)) C R (A + B).t2~ 

3 ~ Consid6rons le cas of 1 A = 0q~ et B = Or0 avec q~ et 0 fonctions convexes 

s.c.i, telles que D(q~)f )D(~b)~  O. 

Notons d 'abord que 

D(~o*)+ D(~b*) C D ( ( r  + qQ*). 

En effet si fED(q~*) et gED(qJ*), on a 

Vx E H,(f,x)-q~(x)<=r :) et (g,x)-~b(x)<=O*(g). 

Donc (q~ + O)* ( f +  g)--< q~*(f)+ O*(g). I1 en r6sulte en particulier que 

R(A  )+ R ( B ) C D ( r  *)+ D(O*)CR(a(r + t~)) 

et 

Int [R (A)  + R(B) ]  CInt  [D(~p*) + D(~*)]  CInt  [R (0(r  + ~)]. 

Nous se savons pas si, dans ce cas R(Oq))+ R(0~)---R(O(~o + 0))- N6anmoins 

lorsque A + B e s t  maximal monotone on a 0(~ + O) = 0q~ + 0r et donc 

R(A)+  R(B)~-D(r  D ( r  + B). 

REMARQUE 7. La conclusion du Th60r~me 3 ne peut pas ~tre "localis6e". Si 

~ H, (A + B)(Iq) est en g6n6ral beaucoup plus petit que A(f~)+B(I~) .  

Consid6rons par exemple dans H = R 2, A (x~, x2) = (x~, x2), B(xl, x2) = (x~, 0) et 

I~={x~R2;x~+x2<O}. On a A ( I ~ ) + B ( O ) = R  2 et ( A + B ) ( f ~ ) = { y E R 2 ;  

~y, + y2 < 0}. 

2.2. Cas off B v~rifie (*) et D (A ) C D(B ). 

THEOREME 4. Soient A et B deux opdrateurs'monotones tels que A + B soit 
maximal monotone. On suppose que B v~ri]ie (*) et que D(A )CD(B).  Alors 
R(A  + B ) =  R(A )+ R(B). 

~2~ En particulier si Aet  B sont des op6rateurs lin6aires monotones v6rifiant (*) tels que A + B 
soit maximal monotone et que R(A ) + R(B) soit ferm6, alors R(A + B) = R(A )+ R(B). 
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DEMONSTRATION. I1 est clair que R(A + B ) C R ( A ) + R ( B ) .  Appliquons le 

Lemme 1 avec C = A + B e t  F = R (A) +. R (B). L'hypoth~se (7) est v6rifi6e; en 

effet soit f = f~ + f2 avec f~ E R (A) et f2 E R (B). Soit a E D (A) C D (B) tel que 

fl E Aa. 
D'apr~s la monotonie de A on a V[z, hl] E G(A) 

(h~-fl, z -a)>-O.  

La propri6t6 (*) implique l'existence de c E R tel que V[z, h2] E G(B) 

(h2-f2, z - a )  >- - c .  

Par addition on obtient V[z, h] E G(A + B) 

(h - f , z  - a )  >- -c .  

Appliquant le Th6or~me 4, on voit que si A et B sont deux op6rateurs 

maximaux monotones tels que D(B)= H et B v6rifie (*)  alors R(A + B ) =  

R(A)+ R(B). (A + Best  maximal monotone: cf., par exemple, [1, corol. 2.7].) 

En particulier: 

a) Si A et B sont maximaux monotones, D(B) = H et R(B)  est born6, alors 

R(A + B ) - R ( A ) +  R(B) (cf. Exemple 3). En fait, il n'est pas n6c6ssaire de 

supposer que R(B) est born6, mais seulement que liml,l_| I B~ I/I u l = 0. Il 

suftit de reprendre le d6monstration du Th6or~me 4 et d'appliquer la Remarque 

5 au lieu du Lemme 1 (cette g6n6ralisation a 6t6 sugg6r6e par H. Amann). 

b) Si A et B sont maximaux monotones avec D(B)= H et 

Vu, v E H  ( B u - B v ,  u - v ) > - - A [ B u - B v l  2 ( A > 0 )  

alors R(A + B)~ -R(A)+  R(B). I Ien  r6suite par exemple que si A et B sont 

deux op6rateurs maximaux monotones, alors VA > 0 

R(A + B~)= R ( A ) +  R(B, )= R(A)+  R(B)  

(noter que R ( B , ) =  R(B)  puisque si f E Bu on a BA(u + Af) = f). 

REMARQUE 8. L'hypothbse D ( A ) C  D(B)  est essentielle pour la conclusion 

du Th6or~me 4. Consid6rons darts H = R 2 l'exemple suivant: 

71" 
A - -  rotation +~- et B = 0 I M  o~ M = R x { 0 }  

(IM d6signe la fonction indicatrice de M). 

Donc R (A) = R 2, R (B) -- {0} x R, R (A) + R (B) = R 2 tandis que R (A + B) = 

{o} x R. 
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Variantes et g~n~ralisations. 

1 ~ Comme au Paragraphe 2.1, on peut remplacer dans le Thdor~me 4 

l 'hypoth~se (A + B)  maximal monotone par A + B maximal monotone.  La 

conclusion devient alors R ( A + B ) = R ( A ) + R ( B )  et I n t [ R ( A ) + R ( B ) ] C  

R(A + B). 

2 ~ Soient A e t  B deux opOrateurs monotones tels que A + B soit maximal 

monotone.  On suppose que B vdrifie (* )  et que D ( A ) C c o n v D ( B ) ;  

alors R (A + B)  = c o n v  R (A)  +conv  R (B).  

Reprenant  la d6monstration du Th6or6me 4, on voit que l'hypoth~se (7) est 

encore v6rifi6e. En effet on a maintenant a @conv D ( B ) ;  il suflit alors d'utiliser 

l 'observation qui suit la d6finition de la propri6t6 (*) .  On conclut que 

c o n v [ R ( A ) +  R ( B ) ] C R ( A  + B) et I n t c o n v [ R ( A ) +  R ( B ) ] C R ( A  + B); 

plus pr6cis6ment on a m6me R i n t c o n v [ R ( A ) +  R(B)]  C R ( A  + B). 

3 ~ ) Soit A un opdrateur monotone et soit B = at) avec A + B maximal 

monotone.  On suppose q ue D ( A ) C  D (r  alors 

R ( A  + B ) = c o n v R ( A ) +  D(~b*). 

En effet on peut appliquer le Lemme 1 avec F = R ( A ) +  D(~b*). L'hypoth6se 

(7) est satisfaite puisque a E D(4r et f2 E D(q~*) impliquent 

Suplz,h:l~otR> (h2-f2, a -  z ) <  Do (cf. l 'observation faite h l 'Example 1 du Para- 

graphe 1). II en r6sulte que conv[R(A)+D(~b*)]CR(A + B )  et 

Int c o n v [ R ( A ) +  D(qJ*)] C R ( A  + B). 

2.3. CaN o S A  =acetq~((I+hB)-~.)_-_Nr 

THEOREME 5. Soit A = a~o avec r convexe s.c.i, et soit B u n  op~rateur 

maximal monotone tel que 

(9) V u E H  et VA>O r 

Alors R ( A  + B ) =  R ( A  )+ R(B).  

DEMONSTRATION. On sait que, sous l'hypoth~se (9), A + B est maximal 

monotone (cf., par exemple, [1, p. 48]). Pour f 6 H et 0 <  e < 1 fixOs, on 

consid~re d 'abord la solution u, de l '6quation 

eu~ + Au~ + B,u~ ~ f. 

On a donc 
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(10) V v  E H ~ o ( v ) -  ~(ux)>= ( f -  eu~ - B~u~, v -  u,) .  

Choisissant  v = (I + AB)-~u, dans (10) on obt ien t  gr~ce h (9) 

(B ,u ,  + eu, - f, B,u~ ) <= O. 

Par consequent I I I I + I l l .  
Fixons ensui te  dans  (10) v = v o ~ D ( B ) N  D(q~) ( l 'hypoth~se  (9) impl ique  

D ( B )  N D(q~) ~ •).  On obt ien t  alors 

(Vo) - q~ (u~, ) >- (f  - eu, - B,u , ,  Vo - u, ) >= (f - eu~, - U~,vo, Vo - u~, ). 

II en rOsulte que 

 lu 12<-c,+c=lu l et par  suite e [ u x [  < C 3 ,  

od C1, (?2 et C3 d6penden t  seu lement  de q~, vo, Bvo et Ill.  
Passant  h la l imite lorsque )t---~0 t3) on obt ient  ainsi une solut ion u, de 

l '6quat ion 

(11) eu~ + A u ,  + Bu ,  ~ f, 

o u p l u s p r 6 c i s 6 m e n t  eu~ + gF + h~ = f avec g~ E A u ,  h, E Bu ,  [ h~ l <--C3+ ] f  I, 

Supposons  ma in tenan t  que f = 1:~ + f2 avec f~ E A a  et ]'2 E Bb. Appl iquan t  la 

m o n o t o n i e  de A et B on obt ient  

( g ~ - f l ,  u ~ - a ) > - O  et ( h ~ - f 2 ,  u~-b)>--O.  

Par  addi t ion il vient  

- e ]u, 12-(g,  - f , , a ) - ( h ~  - f 2 ,  b)>->_O 

i.e. e I u, 12=< C4 ind6pendan t  de e. I1 en r6sulte que f ~ R ( A  + B) .  Enfin si 

f ~  I n t [ R ( A ) +  R ( B ) ] , i l e x i s t e  p > 0  tel que pou r  tout  w ~ H avec I w [ <  p on 

a une d6compos i t ion  f + w  = f ~ ( w ) + f 2 ( w )  avec f ~ ( w ) E A ( a ( w ) )  et f 2 ( w ) ~  

B ( b ( w ) ) .  

C o m m e  p r6c6demmen t ,  il v ient  

e I u, [2 + (u~, w) - - (g, - f , (w) ,  a ( w ) ) -  (h~ - f2(w), b (w) )  <= Cs(w).  

On conclut  que u~ reste  born6 quand  e ~ 0 ;  donc  f ~ R ( A  + B) .  

(3) Pour justifier ce passage fi la limite, cf., par exemple, le th6or. 2.4 de [1]. 
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Gdndralisation. 
1) Sous les hypoth6ses du Th6or~me 5 on a en fait 

D(~p*) +conv  R(B)  = R ( A  + B). 

II est clair que D(q~*)+ conv R ( B ) =  R ( A  + B). Supposons maintenant que 

f E Int [D(q~ *) + cony R (B))]. II existe donc p > 0 tel que pour tout w ~ H avec 

[w [<  p on a une d6composition f +  w = fl(w)+f2(w) avec f l (w)E D(q~*) et 

f2(w) = E t~h,, t, >=0, E t~ = 1, h, E Bb, Soit enfin u, la solution de (11) et fixons 

a E D (q~). On a alors 

,p ( . . )  + => (f,(w), . . )  

q~(a ) -  q~(u, ) >- (g~, a - u, ). 

D'ofl par addition 

(12) q~(a)+q~*(f,(w))>=(w - f2 (w)+eu .  +h, ,u , )+(g, ,a) .  

Enfin, par monotonie de B on a pour chaque i 

(h~ -h , ,u .  - b,)_-> 0 

i.e. 

D'ofl l 'on d6duit 

(h,, u , ) - ( h , ,  b , ) - (h , ,  u,)+(h~, b,) => 0. 

(13) (h , , u , ) - (h , , b ) - ( f~ (w) ,u , )+  ~,t,(h,,b,)>=O oh b= ~,t~b,. 

Combinant (12) et (13) on obtient finalement que (w, u,) born6, pour tout 

w E H, quand e ~ 0 .  On conclut alors que [ E R ( A  + B). Le m6me argument 

montre en fait que 

Rint [D (r *) +conv  R (B)] C R (A + B). 

2) Avec une d6monstration analogue /t celle du Th6or~me 5, on 6tablit le 

r6sultat suivant. Soient A et B deux op6rateurs maximaux monotones v6rifiant: 

I1 existe C tel que 

V [ u , f ] E G ( A )  et VA>O (f,B~u)>-C. 

Alors A + B est maximal monotone et R ( A  + B ) =  R ( A ) + R ( B ) .  
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COROLLAIRE 6. Soit A = Oq~ avec q~ convexe s.c.i, et soit B u n  op&ateur 

lingaire maximal monotone tel que R (B ) soit [ermL Soit N le noyau de Be t  soit Pu 

a projection orthogonale sur N. On fait l'hypoth~se (9). Etant donnd f E H, les 

propridt6s suivantes sont 6quivalentes : 

(14) II existe p > 0  et M <  +oo tels que V v E N  q ~ ( v ) - ( f , v ) > = p l v I - M  

(15) PNf E Intu(D(r *) N N) 

(16) f E Int [R(A)  + R (B)]. 

DEMONSTRATION. Rappelons tout d'abord que R (B)=  N ~. Notons ensuite 

que pour tout u E H, lim~_+=(I+ AB)-lu = PNu et grhce ~ (9) on a donc 

(17) Vu ~ H, ~(PNu ) <= ~o(u ). 

II en r6sulte que 

(18) Vv E H r <= ~o*(v). 

En effet 

*(v) = Sup {(v, u ) -  ~o (u)} -> Sup {(v, PNu)-  ~o (P~u)} 
u E H  u G H  

_-> Sup {(v, e~u)- ,r (u)} = ,p*(PNv). 
u E l - I  

On d6duit de (18) que PuD(q~*)= D(q~*)n N. 

(14) :ff (15). On a Vv E H 

,p(v) _>- ,p (eNv) _--- (f, eNv) + p l eNv I - M. 

En particulier PNf E D(q~*), et on a m6me 

PNf+(Bp n N ) c D ( , p * )  i.e. (15). 

(15) ~ (16). L'hypoth6se (15) s'6crit P~,F+(B o A N) CD(~0*). Par 

cons6quent f + Bo C D(~  *)+ R (B), et la g6n6ralisation du Th6or~rne 5 montre 

que f E I n t [ R ( A ) +  R(B)].  

(16) f f  (14). L'hypoth6se (16)s'6crit f + B r C R ( A ) + R ( B ) .  Donc f + B , C  

D (q~ *) + N l, et par cons6quent PNf + (B, N N)  C PuD (q~ *) = D (q~ *) f) N. La 

fonction 0 = q~*pN est convexe s.c.i, sur N e t  PN[ est un point int6rieur du 



180 H. BREZIS ET A. HARAUX Israel J. Math. 

domaine de q,. II en r6sulte que ~b est born6e par M sur en voisinage 

P N f + ( B ,  CqN) de P N f d a n s  N. Or, pour v ~ H  et z E H a v e c  I z l  =<1 on a 

q~(v ) + q~ *(PNf + pz ) >= (v, PNf) + p(v,  z ). 

On conclut que pour tout v E H 

q~(V)>-(v, P N f ) + p  P N v I - M .  

3. Appl icat ions  

3.1. Equations intggrales de Hammers te in .  

Soient F et K deux op6rateurs maximaux monotones  de H dans H tels que 

D ( F )  = D ( K )  = 14. On suppose que F o u  K v6rifie (*) .  Alors, pour tout f E H, 

il existe u E H solution de 

(19) u + KFu  ~ f. 

Si F v6rifie (* )  on 6crit (19) sous la forme 

- K - ' ( f  - u ) +  Fu 9 0  

et on applique le Th6or~me 4 avec A u  = - K -I ( f  - u ) e t  Bu  = Fu, de sorte que 

R ( A  ) = - D ( K )  = H, D ( B  ) = H et par cons6quent R (A  + B ) = H. Si K v6rifie 

( * )  on 6crit (19) sous la forme 

F - I ( v ) +  K v  ~ f 

et I 'on pose u E F-~(v) .  On applique alors le Th~or6me 4 avec A = F -~ et 

B = K ,  de sorte que R ( A ) = D ( F ) = H  et D ( B ) = D ( K ) = H .  On pourra 

t rouver  des r6sultats comparables  dans [2], [3] et [4]. 

3.2. Un problkme de Neurnann non lin~aire. 

Soit ~ CR N u n  ouvert born6, de fronti~re r6guli~re c91~; on d6signe par n la 

normale ext6rieure. Soit fl un graphe maximal monotone  dans R x R. On 

consid6re le probl6me suivant. Etant  donn6 f E L2(fl) t rouver u E H2(~) tel que 

[ - A u + f l ( u ) g f  sur 12 
(20) ~ Ou = 0 sur a l l .  

/ On 

Notons d'abord que si (20) admet une solution, on a n6cessairement (par 

int6gration): 

la[ f ( x )dx  = cfi-(  (u(x))dx 
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I n v e r s e m e n t  I 'hypoth/~se 

1 
f f(x)dx E Int  R (/3) (21) 1121 .tn 

181 

impl ique  que le p rob lbme  (20) adme t  une solut ion.  Posons  H = L2(f~), A = - A 

avec D(A)={u E H2(12); Ou/On = 0  sur 012} de sorte  que A = 0q~ avec 

~0(u) = � 8 9  ],gu/0x, 12dx et D ( ~ ) =  H'(12).  P renan t  G(B) = { [ u , g ] E  H x H ;  

g ( x )  ~ / 3 ( u ( x ) )  p.p. sur fI}, on v6rifie a i s6ment  que l ' hypo thbse  (9) est satisfaite,  

et on peut  alors app l iquer  le T h 6 o r b m e  5. No tons  que,  grfice ~ (21), f E 

Int[R(A)+R(B)]. En effet f + w  =f,+f2 avec f , =  

f + w - ( 1 / l l I I ) f a ( f + w ) d x  et f 2 = ( 1 / 1 1 2 [ ) f a ( f + w ) d x ;  c o m m e  fnf~dx=O, 
on a f~ E R(A), et d ' au t r e  par t  f2 E R(B) pourvu  que f a  wdx soit assez petit .  

Donc f+  w ~ R (A)+  R(B) d~s que II w [IL~ est assez petit .  

3.3. Un problkme de Dirichlet non lindaire fi la rdsonance. 
Soi t /3  un g raphe  maximal  m o n o t o n e  dans  R x R tel que 0 E D(/3) .  Soit & la 

p remi6re  va leur  p rop re  de - A avec condi t ions  aux limites nulles, et soit v une 

fonct ion p rop re  i.e. - Av = My sur  12, v = 0 sur 012; on peu t  suppose r  que  v > 0 

sur 12. Cons id6rons  le p rob l~me  suivant:  E tan t  donn6 f ELZ(12) t rouver  

u E H2(12) tel que 

{ - A u - M u + / 3 ( u ) g f  sur 12 
(22) u = 0 sur 012. 

Mult ipl iant  (22) par  v et int6grant  on voit  que si (22) a d m e t  une solut ion,  on a 

n6cessa i rement  

fn f vdx 
- - e  n(/3). 
fa v dx 

I n v e r s e m e n t  si l 'on fait l ' hypoth6se  

fo 
(23) 

fv dx 
- -  E Int  R ( /3)  

fn v dx 

alors le p rob l~me (22) a d m e t  une solution.  En  effet, on peu t  app l iquer  le 

T h 6 o r ~ m e  3 avec  Au = - A u -  Alu, D(A)= H2(12)fq H~(12), H = L2( f~ )e t  B 
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d6fini comme au Paragraphe 3.2. A et B sont des sous-diff6rentiels (et donc 

v6rifient (*)) .  D'autre  part A + B e s t  maximal monotone et l 'hypoth~se (23) 

entra$ne que f E I n t [ R ( A ) + R ( B ) ] .  En ettet, on a f +  w = / 1 + f 2  avec 

In (f+ w )vdx ;a (f + w ) v dx 
/ , =  i f +  w ) -  " et f2 = 

fo vdx fo vdx 

Comme fc, flV dx = 0 on a f l  E R (A);  d 'autre part [2 E R (B) pourvu que fc~wvdx 
soit assez petit. Par cons6quent f +  w E R ( A ) +  R(B)  d~s que II w IlL, est assez 

petit. 

3.4. Un probl~me avec conditions aux limites non lin~aires. 
Etant  donn6 f E L2(d~),  on cherche v v6rifiant 

[ A v  = 0 sur 

(24) l ~ n + [ i ( v ) ~  f sur 0 0 .  

I1 est clair que si (24) admet une solution, on a n6cessairement 

'fo [Oal a fd~reR(13).  

Inversement si l 'on fait l 'hypoth~se 

'fo (25) [0 f l l  a fdo~eIntR([3), 

alors (24) admet une solution v E H3/2(I~). 

On travaille ici dans H = L2(a~) .  L 'op6rateur  A est d6fini de la mani~re 

suivante: Etant  donn6 u E HI(aI~), soit ~ E H3/2(~) la solution de l '~quation 

Ati = 0 sur ~,  ti = u sur c~l~: 

on pose Au = Of~/On. D6finissant B comme au Paragraphe 3.2, on peut alors 

appliquer le Th6orbme 5. 

REMAROUE 9. Les probl~mes (20), (22) et (24) ont 6t6 abord6s par des 

m6thodes tout/~ fait diff6rentes dans [7], [8], [10] et [11]. 

3.5. Une dquation d'dvolution nonlin~aire p#riodique. 
Soit ~ un espace de Hilbert et soit j u n e  fonction convexe s.c.i, sur ~.  E t an t  

donn6 f ~ H = L2(0, T; ~ )  on cherche u(t) solution de 
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/ - ~ +  sur l 0, T[ 3j(u)B f 
(26) [u (0)  = u(T). 

Notons d'abord que si (26) admet une solution on a n6cessairement 

1lot -~ f(t) dt E R (cgj). 

Inversement si ( l /T)f~f( t )dt  E Int R(Oj), alors (26) admet une solution. 

En effet on peut appliquer le Th6or6me 5 avec G(A)= {[u, g] E H x H ;  

g(t)E Oj(u(t)) p.p. sur ]0, T[} de sorte que A = 0~ o~ ,p(u)=y~j(u(t))dt et 

D(~) = {u E H; j (u)E L'(O, T)}. 

On prend 

B = d / d t  avec D ( B ) = { u E H ; d u / d t E H  et u (0 )=u (T )} .  

I1 est clair que B est maximal monotone et I'hypoth6se (9) est ais6e h v6rifier. 

Enfin il est facile de voir que [ E Int [ R ( A ) +  R(B) ]  moyennant l 'hypoth~se 

(1/T) fT f(t)dt E Int R(Oj). 
En particulier si/3 est un graphe maximal monotone dans R • R, l '6quation {o. 

-~-[+/3(u)Bf sur (0, T) 

u(O) = u(T) 

admet une solution d~s que ( I /T)  fr f ( t )dtEIntR(/3) .  Lorsque ~ = R  2 
et j ( u ) = k l u  t, on voit que (26) admet alors une solution d~s que 

I(1/T) frof(t)dt ] < k. Ce problOme est abord6 par S. Maury [9] qui utilise une 

m6thode tr~s diff6rente. Le probl~me 

f au 

-~-au + /3(u)~ f 

,gu=0 
~gn 

u (x, 0) = u (x, T) 

sur f~ x (0, T) 

sur a f t  x (0, T) 

sur f~ 

admet une solution d6s que (1/I Q I ) foil(x, t)dx dt E Int R (/3) oO Q = fl x ]0, T[ 

(prendre ici Oj = - A  +/3 dans ~ = L2(~) et d6terminer Int R (Oj) h l'aide des 

r6sultats du Paragraphe 3.2). 
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Appendiee 

Les r6sultats pr6sent6s dans cet appendice sont dfis h A. Pazy. Soient A et B 

deux op6rateurs monotones dans un espace de Hilbert H, tels que A + B soil 

maximal monotone.  Etant donn6s f E H  et e > 0  soil u. la solution de 

l '6quation: 

(1) f = e u ~ + a . + b ,  avec a t E A u ~ , b .  EBu . .  

Comme e [u, [ es t  born6 lorsque e ~ 0, [a. [ et [b. [ sont tousles  deux ou bien 

born6s ou bien non-born6s quand e ~ 0. 

PROPOSITION 1. a) Soil f E R (A ) + R (B). Si I a~ I <= C lorsque e ~ 0 alors 

f @ R (A + B). b) Soil f ~ Int [R (A) + R (B)]. Si [ a, [ <= C lorsque e ~ 0 alors 

f E R ( A  + B ) .  

DEMONSTRATION. a) Soit f E R (A)  + R (B). Pour tout 8 > 0, il existe un ~:, tel 

que, I~l <8  et 

(2) f + s  c = a + b  avec a E A u ,  b E B v  

off u, v, a et b d6pendent de ~. On a alors 

(~,u, - v) = (a + b - a .  - b .  - e u , , u .  - v ) ,  

et en utilisant la monotonie de A et de B on obtient 

e [u. [z<<_ e ( u . , v ) + ( a .  - a,v - u )+(~ , v  - u.). 

Par cons6quent 

(3) E[UeI2~-CI'~,IUEI"~C2~-8["el 

off C, et 6"2 d6pendent de 8. Si l u . [ ~ C  quand e ~ 0  alors e l u . [  ---~0 et 

f E R ( A + B ) .  Sinon, soil lu..[---~oo, on en d6duit gr~ce h (3) que 

lim sup.. 4o e. [ u.. [ _-< & d'ofi e. [ u~. [---~ 0 e t f  E R (A + B). 

b) Soil f E Int [R (A)  + R (B)], il existe alors un 6 > 0 tel que pour tout w E H 

avec ] w [ _-< 6 on a une d6composition 

f + w = a + b  avec a E A u ,  b E B v  

off u, v, a, et b d6pendent de w. Appliquant la monotonie de B on obtient 

O < = ( b - b . , v - u . ) = ( w  + eu. + a . - a , v - u ~ )  

d'o6 

(w, u.)<=(w, v )  + (a .  - a, v - u ) + l ~  Iv  I ~. 
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I Ien  r6sulte que (w, u~) reste born6 quand e ~ 0 pour tout w E H, I w [ _-< 6, fix6 

et grfice au th6or6me de Banach-Steinhaus on peut conclure que l u, I reste 

born6 lorsque e--*0. Soit u, ~ x ;  comme f - e , u , . E ( A + B ) u ~ ,  et f -  

e,u~.---~f on d6duit de la maximalit6 de A + B  que f E ( A  +B)x  i. e. f E  

R ( A  + B). 

Une cons6quence imm6diate de la Proposition 1 est 

COROLLAIRE 1. Soient A et B deux op~rateurs monotones tels que A + B soit 

maximal monotone. Si pour tout [@ R ( A  )+ R(B) ,  l a~ I reste bornd lorsque 

e ----> 0, alors 

R ( A  + B)~- R ( A  )+ R(B).  

De ce corollaire nous d6duisons le r6sultat suivant : 

COROLLAIRE 2. Soient A et B deux op~rateurs maximaux monotones tels que 

B soit univoque, D ( B ) D  D ( A )  et il existe k < 1 tel que 

IBx I<= k I J ~  [ 

pour tout x E D ( A  ). Alors A + B est maximal monotone et 

R ( A  + B)~- R ( A  )+ R(B).  

DEMONSTRATION. On salt que, sous les hypoth6ses du Corollaire 2, A + B e s t  

maximal monotone (cfi, par exemple, |e corol. 2.6 de [1]). Soit [ ~ H ;  comme 

A + B e s t  maximal monotone,  e I u~ I -< C lorsque e ---> 0. I1 en r6sulte que 

[a~l--< If[ + leu~l + IUu~[ <=C,+klA~ I <=C,+kla, [ 

ce qui implique I a, [ =< C pour tout f E H. 
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