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IMAGE D’UNE SOMME D’OPERATEURS
MONOTONES ET APPLICATIONS

BY

HAIM BREZIS er ALAIN HARAUX

ABSTRACT

Let A and B be monotone (multivalued) operators in a Hilbert space H. The
paper deals with the relations between the range R(A + B) of A + B and the
algebraic sum of the ranges of A and B, R(A)+ R(B).

Introduction

Soient A et B deux opérateurs monotones dans un espace de Hilbert H. On
se propose de comparer les ensembles R(A +B)=J,(Au+Bu) et
R(A)+R(B)=U.,.(Av + Bw). Il est clair qu’en général R(A)+ R(B)est un
ensemble bien plus “gros” que R(A + B) (par exemple dans H = R? on a, avec
A = rotation de + /2 et B = rotation de —#/2, R(A+B)={0} et R(A)+
R(B)= H). On montre néanmoins que, moyennant des hypothéses simples, les
ensembles R(A + B) et R(A)+ R(B) sont “a peu prés” égaux, R(A + B) =
R(A)+ R(B)), au sens suivant: R(A + B)= R(A)+ R(B)etInt[R(A + B)] =
Int[R(A)+ R(B)]. Au Paragraphe 1 on introduit la propriété (*). Cette
propriété qui est vérifiée en particulier par les gradients de fonctions convexes,
joue un role important dans la suite. Au Paragraphe 2 on présente plusieurs cas
ol R(A +B)=(R(A)+ R(B)). Au Paragraphe 3 on applique ces résultats &
I’étude de divers problémes non linéaires. On met en évidence des conditions
suffisantes et ‘“presque” nécéssaires pour la résolubilité de certaines équations

aux dérivées partielles non linéaires.
1. La propriété (*)
Soit H un espace de Hilbert sur R; rappelons qu’une application multivoque

A:H— P(H) est dite monotone si elle vérifie
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(f—gx—y)=0 pour tout [x,f]€ G(A),[y,g] € G(A).
Nous introduisons la propriété suivante qui joue un réle important dans la suite.

On dit qu’un opérateur monotone A vérifie (*) si

VfFER(A)et VyED(A) Sup (h—fiy—2z)<w,

[z h]EG(A)

Notons que lorsque A est univoque, la propriété (*) s’écrit
Vx€ED(A),Vy € D(A)AC(x,y) tel que
VzeED(A) (Az-Ax,z-y)=C(x,y).

Observons que si A vérifie (*), alors on a en fait une propriété plus forte:

VfE conv R(A) et VyE€ conv D(A) Sup (h—fiy—z)<ew.

[z.h]EG(A)

En effet, soit f=Z+f et y =25y, avec , =0,s5, =0, 3, =3;5, = 1.
Posons

Cj = SUP (h - fi’ Yi— Z)'

[z h]EG(A)

On a donc, pour tout [z,h] € G(A)

Z tis,‘ (h - f,‘, yi — Z) = 2 tis,'Cii
Ly Ly

1.e.

(h _f, y— Z) = Zt.'sici,'.
L)
Indiquons quelques exemples simples d’opérateurs vérifiant (*).

ExemrLE 1. Un opérateur monotone est dit o-angleborné (cf. [3]) s’il existe
une constante o >0 telle que

(h~fy-z)=o(f-gx-y)
pour tout [x,f]€ G(A),[y,g]€E G(A) et [z,h] € G(A)™.

™ Lorsque A est linéaire, cette définition équivaut A Vx, z € D(A), (Ax, z) = o(Ax,x)+(Az,2),
ou encore. Vx,z € D(A), (Ax, z) =2V a(Ax, x} (Az, 2}
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Il est clair que tout opérateur o-angleborné vérifie (*). En particulier, les
opérateurs trimonotones, et donc les sous-différentiels de fonctions convexes
vérifient (*) (ils sont o-anglebornés avec o = 1).

Remarquons que si A = d¢, alors A vérifie une propriété plus forte que (*), 2
savoir

VfED(¢*) et VyED(p) Sup (h—fiy—z)<w.
[z,h]EG(A)

En effet pour [z, h]€E G(A), on a

e(V)-e@@)z(hy-2z)=(h—fy—-2)+(fy~-2)

et donc

(h=fiy—-2)=e(y)—e@)-()+(z2)=e(y)+e*()—(fy)

ExempLE 2. Un opérateur A est dit coercif si D(A) est borné ou bien

Yy ED(A) i hz-y)_ .,

lim
iz h€Ga) |z |
2]+
(i.e.

= 4

webw) lp U5
lorsque A est univoque).

Tout opérateur coercif vérifie (*). En effet y € D(A) et f€ R(A) étant
donnés il existe R tel que pour [z, h]E G(A)avec |z| ZRona(h—fiy —z)=
0.

Enfin, pour |z| <R on a

(h=fy-2z)=@—-fy-2)=(gl+IfDUyl+R) (o g€ Ay).
En particulier si A est monotone, A + ¢l vérifie (*) pout tout £ >0.

ExeMpLE 3. Il est clair que si A vérifie (*), alors A~ vérifie (*). En
particulier si A est maximal monotone, alors J, =(I+AA)" et A, =
(A7'+ AI)™' vérifient (*) pour tout A >0. Si A est un opérateur maximal
monotone tel que R(A) est borné, alors A vérifie (*).

Le cas linéaire. Soit A: D(A)CH — H un opérateur linéaire monotone
(univoque) de graphe fermé.
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ProposITION 1. A vérifie (*) si et seulement si A satisfait I’une des propriétés
équivalentes suivantes:

Il existe une constante C telle que Yu € D(A), Vv ED(A)

1) (Au—-v)=-C(|vf+|Av])

2) (Au-Av,u)= —-C(lv]’+|Av])

3) |(Au, 0)|=2VC (Au, v)"*(v [ +|Av )"

4) |(Au,v)|=2VC (Au,v)m(( ul*+| Au 2.

DEMONSTRATION. L’équivalence entre (1) et (3) (ainsi que entre (2) et (4)) est
évidente par passage a la forme polaire. L’équivalence entre (1) et (2) est
immédiate en prenant u — v = @. Il résulte de (1) que l'on a

(Az - Ax,z-y)=(A(z—x), (z—x)—(y —x))
z-C(ly—-x[+]A(y—-x)P);

d’ou (*).

Montrons enfin que la propriété (*) implique (4). En effet, pour chaque
z € D(A), la fonction définie sur D(A) par x » (Ax, z)—(Az, z) est affine et
continue pour la norme du graphe. Donc la fonction

G(x)= Sup {(Ax,z)—(Az,z)}
zED(A)

est convexe s.c.i. sur D (A) muni de la norme du graphe. L’hypothése (*), avec
y =0, implique que G(x)< + o pour tout x € D(A). Il en résulte que G est
continu sur D (A ) muni de la norme du graphe. En particulier, il existe p >0 et
M tels que |[x [+ |AxP=p*> G(x)=M.

Par conséquent, pour tout y E D(A), y#0et zED(A)on a

p(Ay, z)
Ty P+ Aypr=Mt Az 2).

Remplacant z par Az il vient

p|(Ay, 2)|=2VM(Az 2)2(|y P+ | Ay P)7?, ie. (4).

ReEMARQUE 1. Soit A un opérateur antisymétrique i.e. D(A)dense, D{(A)C
D(A)*et A*= — A sur D(A). Alors A vérifie (*)si et seulementsi A = 0. En
particulier, dans H = R?, une rotation de /2 est un exemple d’opérateur ne
vérifiant pas (*).
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Lorsque A est un opérateur linéaire monotone et borné de H dans H, alors la
propriété (*) peut étre formulée de maniére trés simple

PrOPOSITION 2.  Soit A un opérateur linéaire monotone et borné de H dans H.
Alors A vérifie (*) si et seulement si A satisfait [’une des propriétés équivalentes
suivantes:

Il existe une constante a >0 telle que

_ B ST
5) VuvEH (A, u-v)=z 4a|v|

6) YueH (A,u)za | Aul®

DeMONSTRATION. D’aprés la Proposition 1, (*) implique (1) et par suite (5)
lorsque A est borné. D’autre part (5) implique (6) par passage a la forme polaire
(u » Au). Enfin partant de (6) on a

(Au,v)= | Au| |v|é\—}_;(Au,u)”zlvl-_<-(Au,u)+4—1;!v|2.

REMARQUE 2. On retrouve ainsi un résultat connu (cf. [5]): les opérateurs
linéaires anglebornés et bornés vérifient (6). Par ailleurs, la propriété (6)
équivaut a

(6%) YVueH (A*uu)zalA*uf
puisque (5) est manifestement stable par passage 2 A * (ce résultat est démontré

dans [6] par une méthode plus compliquée).

REMARQUE 3.

a) Tout opérateur linéaire A monotone borné a image fermée, vérifiant (*)
est angle borné. En effet on a R(A)= N(A)" et A;= A g, est bijectif, a
inverse continu de R(A) sur R(A) (théoréme du graphe fermé).

D’aprés (6), on a pour tout u € R(A)

(A, u)Za|AuP=a|AulzB|ul avec B>0.

Six,y EH,posons x = x,+ X5,y = y;1+ y>avec x1, 1 € R(A)et x5, y. E N(A).
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(Ax,y) = (Axy, y1) = | Axi || y1]| = == (Ax1, x1)"? | 1]
.\/_

=

(Axy, xl)m (Ay, )’1)

—.\/——__
=____ 172 12
Vap (Ax, x)"(Ay, y)

i.e. A est angleborné.

b) En dimension infinie, il existe des opérateurs linéaires monotones bornés
vérifiant (*) (ou en (6)) qui ne sont pas anglebornés (cf. par exemple [5]). Nous
allons construire ici deux exemples d’opérateurs linéaires monotones A et B tels
que:

— A est borné et A, n’est pas angleborné pour A >0,

— B+ AI est non borné et non angleborné.

Soit H = [* de base (e )i=1 et soit (b)z: une suite de réels, b; >0, telle que
lim; o b; = + o,

Posons B(ex)= —biest et B(exs)=bhex pour iz=1, ie.
B(X1, X2, X3, X4y "+ * ) = (— biXg, bix1, = boXs, byxs--+) avec  D(B)={x €%
Zna1ba (X301 + x3,) <} A =B est défini par

A(Xl,Xz,x:;,x-a,"'):(

1. 1.1 1 )
b,

X2, —B—xl,b—x4, _'I;;X3,' .
1 2

et par suite A est borné. Donc A et B sont maximaux monotones. Notons que
Vx € D(B), (Bx,x)=0 et (B*x,x)=A|x|? ot B* = B+l A >0. Vérifions
que B* n’est pas angleborné; sinon il existerait une constante K telle que
Vx,y € D(B)

|(B*x,y)| = K(B’x,x)"* (B'y,y)*= KA |x]| |y,

et par suite B serait borné. Enfin A" =(B*)™ n’est pas angleborné (les
anglebornés étant stables par inversion).

2. Etude de 'image R(A + B) d’une somme d’opérateurs monotones

Soient A et B deux opérateurs monotones; nous établissons que dans un
grand nombre de situations R(A + B)= R(A)+ R(B) au sens suivant:
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R(A +B)=R(A)+ R(B) et Int[R(A + B)]=Int[R(A)+ R(B)].

Nous distinguerons les cas suivants:
2.1) A et B vérifient (*)
2.2) B vérifie (¥) et D(A)CD(B)
23) A=dp et o(I+AB) ' )=o().
Commengons par un lemme qui sera utile par la suite.

LemMe 1. Soit C un opérateur maximal monotone dans H et soit FCH
vérifiant

@) VfEF 3a€H tel que Sup (h—fia—z)<o»,

[z K ]EG(C)

Alors conv FCR(C) et Int(convF)CR(C)

REMARQUE 4. L’hypothése (7) étant satisfaite avec F = R(C) on en déduit
que convR(C)CR(C) (= R(C) convexe) et Int(convR(C))CR(C)
(= Int R(C) convexe). On retrouve ainsi des résultats bien connus.

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Soit F=convF; alors F vérifie aussi
I’hypothése (7). En effet, soit f =3 tf avec £ Z0, St =1 et f, €F. 1l existe
a; € H et ¢ ER tels que

V[z,h]EG(C) (h—frai—z)=c
ie.

(h, a.)—(h, 2)+ (f, 2) = ¢ + (£, a)-
Posant d@ = ta, il vient

(h,a)—(h2)+(F 2)=D tei + 2t (fr @)

Par suite (h —f a —z)=c.
On est ainsi ramené a montrer que sous ’hypothése (7)

FCR(C) et IntFCR(C).
Soit f € F et soit u. la solution de I’équation

8) eu.+Cu.df, e >0.
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Soient a € H et ¢ €R tels que
V(z,h]€ G(C) (h-fa—-2)=c

Prenons z = u., h = f — eu,; il vient donc (eu., 4. — a)=c et par conséquent
le|u.P=de|al*+c U en résulte que Ve|u, | est borné quand ¢ —0. D’ont
fER(C).

Supposons maintenant que f € Int F et soit p >0 tel que B(f,p) CF. Donc,
pour tout w € H avec |w| <p, il existe a(w)EH et c(w)ER tels que
V[z,h]€ G(C), (h—f—w,a(w)—z)= c(w). Soit u, la solution de (8); prenons
z=u, et h=f-¢u; il vient donc (—eu.—w,a(w)—u)=c(w). Par
conséquent (w,u.)=c(w)+i3e|a(w)f+(w,a(w)). Il en résulte que (w,u.)
reste borné, quand ¢ — 0, par une constante dépendant de w. Le théoréme de
Banach-Steinhaus permet néanmoins de conclure que u, reste borné quand
e —0. Soit u.,, — u; comme f—eu. € C(u.) et f—eu.— f on déduit de la
maximalité de C que f € Cu i.e. f€ R(C).

REMARQUE 5. La conclusion du Lemme 1 est encore valable sous une
hypothése bien plus faible que (7).
Ainsi si dim H <o, il suffit de supposer
. —fa—z
) VfE F,3a € H tel que limsup

[z h]EG(C) | z |

|z ]|+

1A

0

pour que la conclusion du Lemme 1 subsiste.

Sidim H = «, (7') implique conv F C—R—(_C-); nous ne savons pas si (7') implique
Intconv F CR(C).

Néanmoins si on fait ’'hypothese

(7" il existe w: H — R. tel que lim 2%} = 0 et

e U]

VfEF, 3a €EH tel que limsup gh—_—L—a—;Q< + o

[2. h]EG(C) w(z)

|2 |~ 4

alors on a Intconv F CR(C).

En effet, on peut se ramener d’abord au cas oit F est convexe. Soit u, la
solution de (8). Si | u,,
qui conduit a limsup &, | u.,

— o, on peut prendre dans (7') z = u.,h = f— e, U., ce
=0 et établit conv F CR(C).
Supposons maintenant que f € Int F. Si

u., | =, (7') implique que w.,/| u.,

converge faiblement vers 0. Ceci permet de conclure lorsque dim H <, Si
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—o, (7") implique que u.,/w(u.,) est borné, ce qui est absurde car
o (u,,)—> .

u.,

| e,

REMARQUE 6. Dans la conclusion du Lemme 1, on peut remplacer I'intérieur
par l'intérieur relatif. Plus précisément, pour X C H, posons Rint X = intérieur
de X dans 'espace affine fermé engendré par X et Vect X = espace vectoriel
fermé engendré par X — X.

LemMme 1. Soit C un opérateur maximal monotone dans H et soit FCH
vérifiant (7) et R(C)CF. Alors Rint(conv F)C R(C).

En effet, soit fe&Rint(convF); donc il existe p>0 tel que
Vw € Vect(convF) et |w|<p, alors f+wEconvF. Reprenant la
démonstration du Lemme 1, on aboutit a (u,w) borné pour tout w &
Vect(conv F). Or u. € (1/e)(f — Cu.)C(1/e) (convF — R(C))C Vect(conv F).
Appliquant Banach-Steinhaus dans Vect (conv F) on conclut que u, reste borné
quand &£ = 0.

2.1. Cas ou A et B vérifient (*).

THEOREME 3. Soient A et B deux opérateurs monotones dans H, vérifiant (*)
et tels que A + B soit maximal monotone. Alors R(A + B)= R(A)+ R(B).

DEeMonsTrRATION. 11 est clair que R(A + B)CR(A)+ R(B). Appliquons le
Lemme 1 avec C = A + B et F = R(A)+ R(B). L’hypothése (7) est vérifiée; en
effet soit a € D(A)N D(B) fixé et soit f€E R(A)+ R(B) i.e. f=f+ [, avec
fi€ R(A) et f&€ R(B). Appliquant (%) on a

Sup (hi—fi,a—z)<w

[z, klEG(A)

Sup (h:—froa—z)<o,

[z, heleG(B)

Par suite

Sup (h—fia—z)<cw.
[z, h]IEG(C)
Variantes et généralisations du Théoréme 3.
1°) Supposons que A et B soient monotones, vérifient (*) et que A + B
(fermeture du graphe de A + B dans H X H) soit maximal monotone. Alors
R(A+B)=R(A)+R(B) et Int[R(A)+ R(B)]CR(A + B). Pour ’établir, il
suffit de reprendre la démonstration du Théoréme 3 avec C = A + B,
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2°) Supposons que A et B soient monotones, vérifient (*) et que A + B soit
maximal monotone. Alors R(A + B)=conv R(A)+ conv R(B). Reprenant la
démonstration du Théor¢me 3, on obtient en fait conv[R(A)+ R(B)]
CR(A + B) ainsi que Int conv[R(A)+ R(B)]CR(A + B). On utilise enfin
’égalité conv(X + Y)=conv X +conv Y valable pour tout X, Y CH. Notons
que si 'on applique le Lemme 1’ au lieu du Lemme 1 on obtient méme
Rint (conv R(A)+conv R(B))CR(A + B).?

3°) Considérons le cas o A = 3¢ et B = 3y avec ¢ et ¢ fonctions convexes
s.c.i. telles que D(¢)N DY) #D.

Notons d’abord que

D(e*)+ D(¥*)CD((¢ +4)*).
En effet si fED(¢*) et gED(¢*), on a
Vx€H, (fx)-e(x)=¢*(f) et (g,x)~ ¢ (x)=¢*(g).
Donc (¢ +¢)* (f+g)=o*(f)+ ¢*(g). Il en résulte en particulier que

R(A)+R(B)CD(¢*)+DW*)CR(3(¢ +¢))
et
Int[R(A)+ R(B)]CInt[D(¢*)+ D(¥*)) CInt[R(3(p + ¥)).

Nous se savons pas si, dans ce cas R(d¢)+ R(9¢) = R(3(¢ + ¢)). Néanmoins
lorsque A + B est maximal monotone on a d(¢ + )= d¢ + Y et donc

R(A)+R(B)=D(¢*)+DWU*)=R(A + B).

REMARQUE 7. La conclusion du Théoréme 3 ne peut pas étre “localisée’. Si
Q#H, (A+B)(Q) est en général beaucoup plus petit que A (})+ B(Q).
Considérons par exemple dans H = R?, A (xy, x2) = (x1, x2), B{(x1, x2) = (x:,0) et
Q={xER%x;+x,<0}. On a2 A(Q)+B()=R* et (A+B)(Q)={y ER}
i+ y.<0h

2.2. Cas ou B vérifie (*) et D(A)CD(B).

THEOREME 4. Soient A et B deux opérateurs’monotones tels que A + B soit
maximal monotone. On suppose que B vérifie (*) et que D(A)YCD(B). Alors
R(A +B)=R(A)+ R(B).

@ En particulier si A et B sont des opérateurs linéaires monotones vérifiant (*) tels que A + B
soit maximal monotone et que R(A)+ R(B) soit fermé, alors R(A + B)= R{A)+ R(B).
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DEMONSTRATION. I est clair que R(A + B)CR(A)+ R(B). Appliquons le
Lemme 1 avec C = A + B et F = R(A)+ R(B). L’hypotheése (7) est vérifiée; en
effet soit f = fi+ f, avec fi€E R(A) et f,€ R(B). Soit a € D(A)CD(B) tel que
fi€ Aa.

D’apreés la monotonie de A on a Y[z, h;]€ G(A)

(hi—fi,z—a)=0.
La propriété (*) implique I’existence de ¢ €R tel que Y[z, h,] € G(B)
(h—fr,z—a)z= —c.
Par addition on obtient Y[z,h]€ G(A + B)
(h—fz-a)z —c

Appliquant le Théoreme 4, on voit que si A et B sont deux opérateurs
maximaux monotones tels que D(B)= H et B vérifie (*) alors R(A + B)=
R(A)+ R(B). (A + B est maximal monotone: cf., par exemple, [1, corol. 2.7].)
En particulier:

a) Si A et B sont maximaux monotones, D(B)= H et R(B) est borné, alors
R(A + B)=R(A)+ R(B) (cf. Exemple 3). En fait, il n’est pas nécéssaire de
supposer que R(B) est borné, mais seulement que lim), |~ |B°u|/|u| =0.1I
suffit de reprendre le démonstration du Théoreme 4 et d’appliquer la Remarque
5 au lieu du Lemme 1 (cette généralisation a été suggérée par H. Amann).

b) Si A et B sont maximaux monotones avec D(B)=H et

Yuuv€H (Bu—-Bv,u—v)ZA|Bu-Bv|? (A>0)

alors R(A + B)=R(A)+ R(B). Il en résulte par exemple que si A et B sont
deux opérateurs maximaux monotones, alors VA >0

R(A+B,)=R(A)+R(B,)=R(A)+R(B)
(noter que R(B,)= R(B) puisque si f € Bu on a B,(u + Af) = f).

ReEMARQUE 8. L’hypotheése D(A)C D(B) est essentielle pour la conclusion
du Théoréeme 4. Considérons dans H = R? 'exemple suivant:

o

5 et B =4l ot M =Rx{0}

A = rotation +

(I désigne la fonction indicatrice de M).
Donc R(A)=R* R(B)={0} xR, R(A)+ R(B)=R’tandis que R(A + B) =
{0} x R.
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Variantes et généralisations.

1°) Comme au Paragraphe 2.1, on peut remplacer dans le Théoréme 4
I’hypothése (A + B) maximal monotone par A + B maximal monotone. La
conclusion devient alors R(A + B)= R(A)+ R(B) et Int{R(A)+ R(B)]C
R(A + B).

2°) Soient A et B deux opérateurs monotones tels que A + B soit maximal
monotone. On suppose que B vérifie (*) et que D(A)CconvD(B);

alors R(A + B)=convR(A)+conv R(B).

Reprenant la démonstration du Théoréme 4, on voit que I’hypothése (7) est
encore vérifiée. En effet on a maintenant a € conv D(B); il suffit alors d’utiliser
I'observation qui suit la définition de la propriété (*). On conclut que

conv[R(A)+ R(B)]CR(A + B) et Intconv[R(A)+ R(B)|CR(A + B);

plus précisément on a méme Rintconv[R(A)+ R(B)|CR(A + B).
3°) Soit A un opérateur monotone et soit B = gy avec A + B maximal
monotone. On suppose que D(A)CD(y); alors

R(A + B)=convR(A)+ D (y*).

En effet on peut appliquer le Lemme 1 avec F = R(A)+ D(¥*). L’hypothése
(7) est satisfaite puisque aE€D(f) et f,e€D(p*) impliquent
Suppngecs) (ha—fi, a — z) <o (cf. 'observation faite a 'Example 1 du Para-
graphe 1). Il en résulte que conv[R(A)+D(Y*)]CR(A+B) et
Intconv[R(A)+ D(¥*)]CR(A + B).

23. Casou A=d¢p et o(I+AB)" - )=¢(-).

THEOREME 5. Soit A = d¢ avec ¢ convexe s.c.i. et soit B un opérateur
maximal monotone tel que

9) VYu€H et VA>0 o((I+AB)'u)=o(u).
Alors R(A + B)=R(A)+ R(B).

DEMONSTRATION. On sait que, sous I'’hypothese (9), A + B est maximal
monotone (cf., par exemple, {1, p. 48]). Pour fEH et 0<e <1 fixés, on
considére d’abord la solution u, de I’équation

eu, + Au, + Byu, 3 f.

On a donc
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(10) VoEH o) —e)Z(f—cun— Batn, v — ta).
Choisissant v = (I + AB)'u, dans (10) on obtient grace a (9)
(Bauy + eu, — f, Baun ) =0.

Par conséquent |Buu, | =S¢ |u| + [f].
Fixons ensuite dans (10) v = v,€ D(B)N D(¢) (hypothése (9) implique
D(B)N D(¢) # ). On obtient alors

‘F’(UO)_ (,D(u;‘)i (f'_ gu, — Bauy, vo— u;\)i (f_ elU, — Bavo, vo— uA).
Il en résulte que
el = Ci+ Glu| et par suite ¢ |u | =G,

ol G, C, et C; dépendent seulement de ¢, vy, Buo et |f].
Passant a la limite lorsque A — 0% on obtient ainsi une solution u, de
I’équation

(11) eu, + Au, + Bu, D f,

he

ou plus précisément su, + g. + h. = f avec g. € Au,, h. € Bu, =G+ |fl,
U, = C3.
Supposons maintenant que f = f; + f> avec f; € Aa et f, € Bb. Appliquant la

monotonie de A et B on obtient

€

(gs —flgus_a)go et (he_f2,u£—b)§o'

Par addition 1l vient

2—(gs —fi,a)=(h. = f,,b)=0

i.e. ¢|u. "= C, indépendant de ¢. Il en résulte que f € R(A + B). Enfin si
fE€ Int[R(A)+ R(B)), il existe p > 0 tel que pour tout w € H avec |w |<p on
a une décomposition f+w = fi(w)+ fo(w) avec filw)E A(a(w)) et fo{w)E
B(b(w)).

Comme précédemment, il vient

—¢|u.

e lu [+ (u, w)= = (8 — fulw), a(w)) = (he = fu(w), b(w)) = Cs(w).

On conclut que u, reste borné quand £ —0; donc f € R(A + B).

@ Pour justifier ce passage a la limite, cf., par exemple, le théor. 2.4 de [1].
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Généralisation.
1) Sous les hypothéses du Théoréme 5 on a en fait

D(¢*)+convR(B)=R(A + B).

Il est clair que D(¢*)+convR(B)= R(A + B). Supposons maintenant que
f €EInt[D(¢*)+ conv R(B))]. Il existe donc p >0 tel que pour tout w € H avec
|w|<p on a une décomposition f+w = fi(w)+ fow) avec fi(w)E D(¢*) et
foa(w)=Zth, 20, Zt, =1, h; € Bb,. Soit enfin u. la solution de (11) et fixons
a € D(¢). On a alors

@ (u)+ o *(fi(w)) = (fi(w), u.)

e(a)— ()= (g a — u)

D’ou par addition
(12) e(a)+o*(ilw) Z(w ~ fow) + eu. + he, u.) + (8. a).
Enfin, par monotonic de B on a pour chaque i
(h. —hyu. —b)z0
ie.
(he, )= (hey b)) = (i u.) + (hi, b)) Z 0.

D’ou 'on déduit
(13) (hs’ Ue ) - (hsa b) - (f2(w)a ue) + 2 ti(hi, b.) z0ou b= 2 tbi.

Combinant (12) et (13) on obtient finalement que (w,u.) borné, pour tout
w € H, quand ¢ — 0. On conclut alors que f € R(A + B). Le méme argument
montre en fait que

Rint[D(¢*)+conv R(B)]CR(A + B).

2) Avec une démonstration analogue a celle du Théoréme 5, on établit le
résultat suivant. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones vérifiant:
Il existe C tel que

Viu,flE G(A) et VA >0 (f, Bu)=C.
Alors A + B est maximal monotone et R(A + B)=R(A)+ R(B).
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CoROLLAIRE 6. Soit A =3¢ avec ¢ convexe s.c.i. et soit B un opérateur
linéaire maximal monotone tel que R (B) soit fermé. Soit N le noyau de B et soit Py
a projection orthogonale sur N. On fait I’hypothése (9). Etant donné f € H, les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(14) Il existe p>0 et M < +x tels que YVEN o(v)—(fv)Zp|v|-M

(15) PNfEIntN(D(qo*)ﬂ N)
(16) fEInt[R(A)+ R(B)].

DEMoNsTRATION. Rappelons tout d’abord que R(B)= N*. Notons ensuite
que pour tout u € H, lim, _...(I + AB)'u = Pyu et grice a (9) on a donc

(17) Yu € H, ¢ (Pvu) = ¢(u).

Il en résulte que
(18) VveEH @*(Pyw0) = ¢ *(v).

En effet
e*(v)= §gg{(v, u)— e}z §gg{(v, Pyu) = ¢(Pu)}

z §1€15{(v, Prnu)— o (u)} = @ *(Pav).

On déduit de (18) que PxD(¢*)=D(¢*)N N.
(14) > (15).OnaVveH

¢(0)Z ¢(Pv0) Z (f, Po) +p | Po | — M.
En particulier Pvf € D(¢*), et on a méme
Pf+(B,NN)CD(¢*) ie. (15).

(15) > (16). L’hypothése (15) sécrit PvF+(B,NN)CD(¢*). Par
conséquent f + B, CD{(¢*)+ R(B), et la généralisation du Théoré¢me S montre
que f €Int[R(A)+ R(B)].

(16) > (14). L’hypothése (16) s’écrit f+ B, CR(A)+ R(B). Donc f+ B, C
D(¢*)+ N*, et par conséquent Pyf+(B.NN)CPuD(¢*)=D(¢*)NN. La
fonction ¢ = ¢* 5 est convexe s.c.i. sur N et Pnf est un point intérieur du
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domaine de . Il en résulte que ¢ est bornée par M sur en voisinage
Puf+ (B, N N) de Pyf dans N. Or, pour vEH et z€ H avec |z|=1ona

@ (v)+ @*(Pnf +pz) = (v, Paf) + p(v, 2).
On conclut que pour tout v € H
¢(v)Z (v, Paf)+p | Pwv| - M.
3. Applications

3.1. Equations intégrales de Hammerstein.

Soient F et K deux opérateurs maximaux monotones de H dans H tels que
D(F)= D(K)= H. On suppose que F ou K vérifie (*). Alors, pour tout f € H,
il existe u € H solution de

(19) u+ KFu3f.
Si F vérifie (*) on écrit (19) sous la forme
~K'(f-u)+Fu>30

et on applique le Théoréme 4 avec Au = — K" (f — u) et Bu = Fu, de sorte que
R(A)= — D(K)=H, D(B)= H et par conséquent R(A + B)= H.Si K vérifie
(*) on écrit (19) sous la forme

F'(v)+Kv3f

et Pon pose u € F'(v). On applique alors le Théoréme 4 avec A = F' et
B =K, de sorte que R(A)=D(F)=H et D(B)=D(K)=H. On pourra
trouver des résultats comparables dans [2], [3] et [4].

3.2.  Un probléme de Neumann non linéaire.

Soit § CR" un ouvert borné, de frontiére réguliere 4Q; on désigne par n la
normale extérieure. Soit 8 un graphe maximal monotone dans RXR. On
considére le probléme suivant. Etant donné f € L*()) trouver u € H*(Q) tel que

{—Au-+ﬁ(u)3f sur {)

(20) ou sur 4{}).

on
Notons d’abord que si (20) admet une solution, on a nécessairement (par
intégration):

1 1 L
WL flx)dx =[_({|'L B(u(x))dx € R(B)
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Inversement I’hypotheése

(1) I%IIL f(x)dx € Int R(B)

implique que le probleme (20) admet une solution. Posons H = L*(Q), A = —A
avec D(A)={u € H(Q); du/dn =0 sur dQ} de sorte que A =Jd¢ avec
o(u)=32fa|du/dx. ’dx et D(¢)= H'(Q). Prenant G(B)={[u,g]€ H X H;
g(x) € B(u(x)) p.p. sur O}, on vérifie aisément que ’hypothése (9) est satisfaite,
et on peut alors appliquer le Théoréme 5. Notons que, grace a (21), f€
Int[R(A)+ R(B)]. En effet f+w=fi+f, avec fi=
f+w—/1QD)fa(f+w)dx et f=1/|Q])a(f +w)dx; comme [qfidx =0,
on a f; € R(A), et d’autre part f, € R(B) pourvu que fq wdx soit assez petit.
Donc f+w € R(A)+ R(B) dés que || w [|.> est assez petit.

3.3. Un probléme de Dirichlet non linéaire a la résonance.

Soit B8 un graphe maximal monotone dans R X R tel que 0 € D(B). Soit A, la
premiére valeur propre de — A avec conditions aux limites nulles, et soit v une
fonction propre i.e. —Av = A,v sur §, v = 0 sur 3€}; on peut supposer que v >0
sur . Considérons le probléme suivant: Etant donné f€ L*) trouver
u € H*(Q) tel que

{—Au—/\lu+[3(u)3f sur Q)

(22) u=20 sur 90},

Multipliant (22) par v et intégrant on voit que si (22) admet une solution, on a
nécessairement

Jf fvddxem.
vdx

Inversement si I'on fait I’hypothése

J;l fodx

f vdx
[9)

alors le probléme (22) admet une solution. En effet, on peut appliquer le
Théoreme 3 avec Au= —Au— Au, D(A)= HH Q)N Hy(Q), H=L* Q) et B

(23) €1Int R(B)
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défini comme au Paragraphe 3.2. A et B sont des sous-différentiels (et donc
vérifient (*)). D’autre part A + B est maximal monotone et I'hypothése (23)
entraine que f € Int[R(A)+ R(B)]. En effet, on a f + w = f, + f, avec

(f + w)vdx f (F +w)vdx

T

o

Comme [qfivdx =0ona f; € R(A); d’autre part f, € R(B) pourvu que [owvdx
soit assez petit. Par conséquent f+ w € R(A)+ R(B) dés que || w ||.2 est assez
petit.

3.4. Un probléme avec conditions aux limites non linéaires.
Etant donné f € L*(4Q), on cherche v vérifiant

{Av=0 sur {)

(24 v sur Q).
) 4 B(v)2f

Il est clair que si (24) admet une solution, on a nécessairement

1 N
-——lan Ln fdo € R(B).

Inversement si ’on fait ’hypothése

(25) la_lfllfan fdo € Int R(B),

alors (24) admet une solution v € H**(}).
On travaille ici dans H = L*(8Q). L’opérateur A est défini de la maniére
suivante: Etant donné u € H'(dQ), soit & € H**(Q)) la solution de 1'équation

Ad =0 sur Q,i =u sur 3

on pose Au = 9ii/dn. Définissant B comme au Paragraphe 3.2, on peut alors
appliquer le Théoréme 5.

REMARQUE 9. Les probléemes (20), (22) et (24) ont été abordés par des
méthodes tout 2 fait différentes dans [7], [8], [10] et [11].

3.5. Une équation d’évolution nonlinéaire périodique.
Soit % un espace de Hilbert et soit j une fonction convexe s.c.i. sur . Etant
donné f € H = L*0, T; ) on cherche u(t) solution de
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du .
{ ﬁ”’(”)af sur ]0, T[
(26) u(0) = u(T).

Notons d’abord que si (26) admet une solution on a nécessairement

17 _
—T—L f(t)dt € R(3)).

Inversement si (1/T) [ f(t) dt € Int R(3j), alors (26) admet une solution.

En effet on peut appliquer le Théoréme 5 avec G(A)={[u,g]€ Hx H;
g(t)E 3j(u(t)) p.p. sur 0, T[} de sorte que A = dp ob ¢(u)= foj(u(t))dt et
D(¢)={u€eH; j(u)EL'O, T)}

On prend

B =d/dt avec D(B)={u €H;du/dt € H et u(0)=u(T)}.

Il est clair que B est maximal monotone et I’hypothése (9) est aisée a vérifier.
Enfin il est facile de voir que f € Int[R(A)+ R(B)] moyennant I'’hypothése
(1/T) f5 f(+)dt € Int R (5)).

En particulier si 8 est un graphe maximal monotone dans R X R, I'équation

au
{ E+ﬂ(u)3f sur (0, T)
u0)=u(T)

admet une solution dés que (1/T) fJf(t)dt € Int R(8). Lorsque ¥ =R’
et j(u)=kjuf, on voit que (26) admet alors une solution dés que
[(1/T) J3 f(t)dt| < k. Ce probléeme est abordé par S. Maury [9] qui utilise une
méthode trés différente. Le probleme

Z—l:—Au+B(u)3f sur Q% (0, T)
1 2% sur 90 % (0, T

an ur - T)
| u(x,0)=u(x, T) sur )

admet une solution dés que (1/| Q|) fof(x, t)dxdt EInt R(B) od Q = QX ]0, T[
(prendre ici 9j = —A+ B dans ¥ = L*(Q) et déterminer Int R(9j) a 'aide des
résultats du Paragraphe 3.2).



184 H. BREZIS ET A. HARAUX Israel J. Math.

Appendice

Les résultats présentés dans cet appendice sont dis a2 A. Pazy. Soient A et B
deux opérateurs monotones dans un espace de Hilbert H, tels que A + B soit
maximal monotone. Etant donnés fE€ H et £ >0 soit u. la solution de
I’équation:

1) f=eu, +a.+b. avec a. € Au,, b. € Bu..

et sont tous les deux ou bien

bs

Comme ¢ | u, | est borné lorsque & — 0,
bornés ou bien non-bornés quand £ — 0.

a£

ProrosiTioN 1. a) Soit f € R(A)+ R(B). Si |a.| = C lorsque ¢ -0 alors
fER(A + B). b) Soit f EInt[R(A)+ R(B)). Si |a.
fER(A +B).

= C lorsque ¢ — 0 alors

DEMONSTRATION. @) Soit f € R(A)+ R(B). Pour tout 6 >0, il existe un ¢, tel
que, |£] <8 et

) f+é=a+b avec a € Au,b € B
ou u, v, a et b dépendent de & On a alors
((u.—v)=(a+b-a. —b. —eu,u —v),

et en utilisant la monotonie de A et de B on obtient

elu=e(u,v)+ @ —av—u)+(&v—u).

Par conséquent

3) elu.P=Ci-¢ +Cy+ 6

U, u.

o C; et C, dépendent de 8. Si |u. u, |—0 et
fER(A +B). Sinon, soit |u, |—, on en déduit grice a (3) que
limsup., .o&n | U, | =6, d’OU &, |u, | >0 et fER(A +B).

b) Soit f € Int[R(A)+ R(B)], il existe alors un § >0 tel que pour tout w € H
avec |w| =8 on a une décomposition

=C quand £ —0 alors ¢

f+w=a+b avec a € Au,b € Bv
ou u, v, a, et b dépendent de w. Appliquant la monotonie de B on obtient
0=b-b,v—u)=(w+eu +a. —av—u,)
d’ou

wu)=w,v)+(a. —a,v—u)+iefvf.
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Il en résulte que (w, u, ) reste borné quand ¢ — 0 pour tout w € H, |w | = §, fixé
et grice au théoréme de Banach-Steinhaus on peut conclure que |u,. | reste
borné lorsque &—0. Soit u.,, —x; comme f— e, E(A+Bu, et f—
€U, = f on déduit de la maximalité de A +B que fE(A+B)x ie. f€E€
R(A + B).

Une conséquence immédiate de la Proposition 1 est

CoroLLAIRE 1. Soient A et B deux opérateurs monotones tels que A + B soit
maximal monotone. Si pour tout f € R(A)+ R(B), |a.
e —0, alors

reste borné lorsque

R(A +B)=R(A)+ R(B).
De ce corollaire nous déduisons le résultat suivant :

CoRrOLLAIRE 2. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones tels que
B soit univoque, D(B)D D(A) et il existe k <1 tel que

|Bx|=k|A°x|
pour tout x € D(A). Alors A + B est maximal monotone et
R(A+B)=R(A)+ R(B).

DEMONSTRATION.  On sait que, sous les hypothéses du Corollaire 2, A + B est
maximal monotone (cf; par exemple, le corol. 2.6 de [1]). Soit f € H; comme
A + B est maximal monotone, ¢ | u,

= C lorsque ¢ —0. Il en résulte que

la. [ = [f]+ |ew

+ | Bu,

=Ci+k|A°,

§C1+k|a£’

ce qui implique |a. | = C pour tout f € H.
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